£ s
/

)
§

<;22 Optimal Sup-Spé

7 Groupe Ipesup = Len®1 en Sup-Spé

Proposition de correction de I’épreuve :

Mathématiques 1 Filiere MP CCINP 2024

B. Vidal pour Optimal Sup-Spé

22/04/2024

Exercice |

1. Soit k € N* Comme X est a valeurs entiéres il vient :
{X>k-1} ={X=k}U{X>k}
Or les événements {X =k} et {X >k} étant incompatibles en passant aux probabilités on a :
PX>k-1)=PX=k)+P(X>k)

On en déduit alors que :

P(X=k)=P(X>k-1)-P(X>k)
Ainsi on obtient en utilisant cette formule :

ikl[’(X:k):ik(H’(X>k—1)—]P(X>k))
k=1 k=1

=) KP(X>k-1)-) kP(X>k)
k=1 k=1

n—-1 n
=) (k+ )P(X> k)= > kP(X > k)

k=0 k=1
n—-1 n-1 n
=Y kP(X>k)+ Y P(X>k)- > KP(X>k)
k=0 k=0 k=1
n—1

=Y P(X>k)—nP(X>n) (par télescopage)
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Pour démontrer le résultat du cours souhaité, reste maintenant a montrer que : nlP(X > n) —— 0 et passer a la

n—o0

limite lorsque n tend vers +oo 1’égalité précédente.

Ona: .
{(X>n}= ] {X=k}
k=n+1
Donc par disjonction de cette union il vient :
+0o
P(X>n)= Y PX=k)
k=n+1
Et par suite :
+00 +00
0<nPX>n)= Y nP(X=k< Y kPX=k)
k=n+1 k=n+1

+00
Or ( > kP(X = k)) N converge et tend vers 0 en tant que suite des restes d'une série convergente puisque
k=n+1 ne
par hypothése [E(X) existe. Donc d’aprés le théoreme de ’encadrement on conclut que nlP(X > n) —— 0 et on
n—o00

a bien par passage a la limite :
+o0
E(X)=) P(X>k)
k=0

2. Puisqu’il n’y a que n boules dans I'urne, notons tout de suite que X(Q) = [1;n].

Soit k € [1;n]. Les tirages étant effectués de maniere équiprobable et avec remise on a :
p
{X < k} = ﬂ {Ui < k} (ou U; < Unif(n) avec les (U;);en mutuellement indépendantes)
i=1

OrP(U; <k)= % dong, les variables (U;) étant mutuellement indépendantes, il vient :

P(X < k)= (5)”

n

Notons que l'on a :

On peut donc étendre cette formule a [0; 1] et par un raisonnement analogue a celui de la question précédente

il vient alors :

Conclusion :

X(Q)=[1;n] et VkeX(Q) H’(X:k):%(kp_(k_l)p)
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3. En reconnaissant une somme de Riemann sur l'intervalle [0;1], il vient en posant f : t — P (fonction continue

sur [0;1]) que :
1

1 kNP 1
,E&ngy@):/”mzpu
0

Donc en réutilisant la question 1. puis par passage au complémentaire il vient que :

n—1
E(X) = P(X > k)
k=0
n—1
= (1-P(X <k))
k=0
n—1
k\p
)
k=0
Donc:
ZE(X) oL P
n n—0c0 p+1 p+1
Si bien que :
np
X =0

Exercice 11

4. D’apres le cours, et par le théoreme de Cauchy-Lipschitz on sait que Sj(H) est un espace vectoriel de dimension

2 car la fonction x — x2

ne s’annule pas sur I.
5. Raisonnons par analyse-syntheése et supposons qu’il existe f une fonction développable en série entiére (sur R)

solution de (E) sur I. On a alors :

+00
VxeR,: f(x)= Zanx”
n=0
+o00
VxeR,: x*f’(x)= Zn(n - 1Da,x"
n=0

+o0
VxeR:: 4xf'(x)= Z4nanx"
n=0

+0o0 +00
VxeR,: (2-x%)f(x)= Z 2a,x" — Zan_zx"
n=0 n=2
Ainsi en ré-injectant dans (E) on obtient :
+o00

2ay + 6a;x + Z [n(n—1)a, +4na, +2a, —a, »|x" =1
n=2

Donc par unicité du développement en série entiére on obtient que ag = 3, a; = 0 et

VYn>2 n(n-1)a,+4na,+2a,—a,_,=0
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En arrangeant cette derniere relation on obtient :

1

Vn>2 a=—— q._
=S T G D)t 2) ™2

Ainsi on montre par une récurrence immeédiate que :

Arypyl1 = 0
VnelN: "
_ 1
421 = nr2)
Finalement on obtient que :

+0o +00
. B 1 m 1 5, cosh(x)-1
VXEIR+ f(x)—nz_omx —;WX _T

(2n)!
développable en série entiére sur IR, vérifie (E) par les mémes calculs que précédemment et on a :

+00
On a donc bien montré 'unicité. La synthése est immeédiate, en posant la fonction f : x > 3 —Lox?""2 f est
n=1

Vxel f(x):%

. Par principe de superposition des solutions comme f et g sont solutions de (E) sur I alors f — g est solution de

(H) sur I. Or
VxeR. f()-glr = 0

D’apreés le cours et les théorémes sur les structures des espaces de solutions il vient :

sinh(x) . Mcosh(x)

Si(E) = {xHx (%) ‘ (A;M)eIRZ}

x? x?2

Car x — w;% et x — %}Q(") ne sont pas colinéaires donc forment une base de S;(H) qui est de dimension 2

d’apres la question 4.

sinh(x) cosh(x)

. IIn’y a pas de solution a (H) sur R a part la fonction identiquement nulle puisque x > —5~ et x > — 7~ ne

sont pas dérivables en 0. Donc la dimension de I’espace Si(H) est 0.

PROBLEME

. Notons déja que > nl—z est finie en reconnaissant une série de Riemann convergente car son parametre est

nelN*
2> 1. De plus en admettant la convergence donnée dans I’énoncé on a :

+0o

1 +00 1 +00 1
+ =) =
PRINLESS Ba RSy
n=0 n= n=
Or comme :
(2n)2 ~ 4 L= n?
n=1 n=1
Il vient :
SIS
(2n+1)2  44=n?
n=0 n=1
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Donc en admettant le résultat donné dans le sujet il vient finalement :

2
8

2
6

NF

8

3.\7‘,_.
Il

SIS
X

Partie I

9. Soit n € N. Notons v : x > (sinx)"*!. v est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R et :

¥YxeR v'(x)=(n+1)cosx(sinx)"

Ainsi par intégration par parties en posant u : x — —cosx et v (la méme fonction que ci-dessus) deux fonctions

C! sur [0; 5] il vient :

%
(sinx)"2dx = /sinx(sinx)”Jrl
0

O\N‘:{

Wiio =
= {—cosx(sinx)’“rl : +(n+1) /cos x(sinx)"dx
0
=0+ (n+1)[W, — Wy,»] (car cos®x =1 —sin’x)
Donc
n+1
VnelN Wn+2 = 12 n
Raisonnons par récurrence et posons pour tout n € IN
22n(n!)2
H(n): Wapyq = 2n+1)

D’une partona:

Et d’autre part :

Donc H(0) est vraie.

Soit n € IN. Supposons H(n) vraie. D’aprés I'encadré ci-dessus on a :

2n+2

m 2n+1

_2m+2 227 (n!)?
2n+3  (2n+1)!

_ (2n+2)? x 22" (n!)?

B (2n+ 3)!

_ 2%(n+1)* x 22" (nl)?

a (2n+3)!

220m ) (4 1)
(2n+3)!

Wanes =
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Donc H(n + 1) est vraie.

Ainsi par principe de récurrence :

2211(”!)2

Vn S N W21’l+1 = W

10. D’apres la formule du cours (du bindome généralisé) on sait que :

VaeR Vxe]—l;l[ (1+x)azz<:)xk avec <(X):OLX(OL—1)><.,.(OC—k+1)

k
k=0

=

Ainsi comme (-x?) €] -1;0] si x €] - 1;1[ il vient en posant a = —

1 +00 1
Vxe]-1;1] = <k2>(—x2)k
1 k=0

Avec

e T R | Mloivl 1 (=1 . 1 (=1)% (2K (=1)F(2k)!
(7)=gllez-n=gov S L2 D= 55 50 = ke

Ainsi en ré-injectant sous la somme il vient :

Vxe]l-1;1]

\/_—x ZZZk

Donc :

Vxe]-1;1] x2k

\/— Zsz k)2

En reconnaissant la dérivée de la fonction arcsin a gauche de 1’égalité on peut en intégrant terme a terme sur

I'intervalle de convergence obtenir un developpement en série entiére de la fonction arcsin sur |- 1;1[.

Comme arcsin(0) = 0, il vient en intégrant :

+o0

o R o S U2 L e
Vx el =11 arcsm(")‘kz:%z?k(k!)?(zkn)x

11. Lafonction sin réalisant une bijection de [0; 5[ vers [0; 1{C]-1;1[; en posant le changement de variable x = sin(y)

on obtient que :

+00

k)!
Yy e [0; g[ y = arcsin(sin(y)) = Z R (2k)!
K

))2k+l
— PRk (2k + 1)

(sin(y

(2k)!

12. Pour tout k € N notons f; : x — W(sin(x))Zk“.

* Les (fi)x forment une suite de fonctions continues et intégrables sur [0; 5.
* D’apreés le résultat précédent ) fi converge simplement sur [0; 5[ vers x + x continue donc Cp,.

k>0
* De plus les (fi)x sont des fonctions positives
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13.

14.

Alors en travaillant dans R, = [0; +co] et en vertu du théoréme de Beppo Levi on peut ici intervertir les symboles

Jet>.

Ainsi on a bien :

2k 2k 1 =7 2k+1
/ Z 22k (k!)2 2k+1)( ' dx Z/ 22K (k 1)(Slrl(x)) Tdx
k=0p

De plus en calculant le membre de droite il vient :

ik +oo +00
O/ 22]( k] 2k 1)(Sln(x)) dx Z 22k kl 2k 1 / dx - kzzg 22k(k')2(2k+ 1)W2k+1
i y 22k (k1)2
prd 22k k' 2k+1) (2k +1)!
~ +00 1
- (2k+1)2
pars (2k+1)

En calculant le membre de gauche, grace au résultat de la question 11. il vient :

s I

2

/ [?3 22’<<k!()2212)2!1<+1)(sin(x)>2k”] dx= / Sl el
=

0

SN
=

Ainsi en utilisant la question préliminaire du probléme on conclut que :

Partie 11

D’apres le développement en série entiere "géométrique" on a :

Vxe]l-1;1]

—
| —
=
Il
=
=

Donc par changement de variable en multipliant par —1 on obtient :

1 +00
Yxe]-1;1] ey =—Zx2”
n=0

Ainsi il vient :
1

Inx [
———dx = —Inx)x*"dx
/ x2 -1 / Z( )
0 o n=0
Encore une fois, quite a travailler dans [0;+00] en vertu du théoréme de Beppo Levi on peut intervertir les

2n

symboles. En effet les fonctions g, : x — (—Inx)x“" sont bien positives sur ]0;1][.

Il vient alors :

1

1
Inx ) )
/xz_ld /Z( Inx)x*"dx = Z/ ~Inx)x*"dx

0 0 n=07p
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Or par intégration par parties généralisée :

1 1
2n+1 4 o1
/(—lnx)xzndx:[(—lnx)x g / Xdx
0

2n+11x—0 2n+1

0
1
=0+
(2n+1)
Ainsi on peut conclure que :
1
Inx - 1
dx =
/x2—1 Z(2n+1)2
0 -
15. On a la majoration suivante :
arctan(xt T 1
view, |eann|
1+1¢2 27 1442
Ett ﬁ est intégrable sur R,. Donc f est bien définie.
De plus :
* pour tout x dans R, t %ﬁ"” est Cpyy, sur [0;+oo[
* pour tdans R, x — %rgxt) est continue sur [0;+oo|
* enfin:
arctan(xt)| ™ 1
VxeR,, VteR ‘7‘5—x
i i 1+12 27 1+¢2

1

Ty 1
avect i 5 X )

Cpm sur [0;+oo[ et intégrable
Donc d’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametre il vient que f est continue sur R, .

16. Soit £ €]0;1]. Montrons que f est de classe C! sur [¢;1]. Comme on a :

* pour t dans R,, x — %ﬂ‘g’“) est de classe C! sur [¢;1]
* pour tout x dans [¢; 1], — %‘;ﬁm est Cpy, sur [0;+oo et intégrable d’apres les remarques dans la question
précédente
* enfin: 5
arctan(xt t t
Yxelsl] VieR, ’5( 1 +t(2 )N = ‘(1 T 1+280) S (022 11)
Ett > m est Cpyy et intégrable sur [0;+oo|

1l vient donc d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre que f est C! sur [¢;1] et donc sur

]0;1]. De plus :

+o0
t

v 0;1 ‘%)= | ————5—-dt

€01 f0) /(1+t2)(1+x2t2)
0

17. On a clairement que :
t x*t t

(1-x%)

T2 14222 (1 +t2)(1 +x2t2)

Fixons un M > 0 et calculons a l'aide de cette formule I'intégrale partielle suivante :
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M M
Vx €]0;1] / dr = - / / g
1+1t2) 1+x2t2) B 1+t2 1+12x2
0 0

1 |In(1+M?) In(1+x*M?)
1-x2 2 2

1 Xl ( 1+M? )
= — —In{ ————
1-x2"2 1+ M?2x?

L1, (1tp
= —— X —
1—x2 2n(x2+ )

MZ
Donc en passant a la limite lorsque M tend vers +oo il vient :
n 1 1. ,1. -In(x) In()
t —In(x n
/(1+t2)(1+x2t2) 1-x2 2 n(xz) 1-x2  x2-1
0
Ainsi on a bien :
In(x)
Vx €]0;1 "(x) =
xelos1[ fx)= 5
18. En revenant a la définition de f il vient :
+oo
£(1) = / arctanz(t)dt _ [(arCtan(t))ZT—)m _ 12
1+t 2 0 8
0

Or en combinant les résultats de cette partie IT il vient par la continuité de f en O eten 1 :

1
+00 1 B In(x) B _1_(2 _1'(2
nz:;(zn+1)2 _/x2—1dx‘f(1)—f(0)—§—o_?

0

Ainsi en utilisant a nouveau la question préliminaire on conclut que :
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