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I. Inégalité de Knopp

1) ϕ étant convexe sur R, alors d’après l’inégalité de Jensen, on a :

@n P N
˚, ϕ

˜

1

n

n
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b ´ a

n

˙

¸

ď
1

n

n
ÿ

k“0

ϕ ˝ f

ˆ

a` k
b ´ a

n

˙

• D’une part, ϕ étant continue sur R, on a (somme de Riemann) :

ϕ

˜

1

n

n
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b ´ a

n

˙

¸

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ϕ

˜

1

b ´ a

ż b

a
f ptqdt

¸

• D’autre part, ϕ ˝ f étant continue par morceaux par composition, on a (toujours une somme de Riemann) :

1

n

n
ÿ

k“0

ϕ ˝ f

ˆ

a` k
b ´ a

n

˙

ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

1

b ´ a

ż b

a
ϕ ˝ f ptqdt

Ainsi, par passage à la limite dans l’inégalité :

ϕ

˜

1

b ´ a

ż b

a
f ptqdt

¸

ď
1

b ´ a

ż b

a
ϕ ˝ f ptqdt

2) Pour tout x P R
˚
`,

0 ď gpxq “

ż x

0

t

x
f ptq
loomoon

ě0

dt ď

ż x

0
f ptqdt (car

t

x
ď 1)

f étant bornée au voisinage de 0, il en découle
x
ş

0

f ptqdt ÝÝÝÑ
xÑ0

0.

1
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D’où, par encadrement :

lim
xÑ0

gpxq “ 0

3) Tout d’abord, posons Ψ : R
˚
` ˆR` ÝÑ R

px, tq ÞÝÑ 1
x tf ptq1r0,xsptq

de sorte que pour tout x P R
˚
`, gpxq “

`8
ş

0

Ψpx, tqdt

Dès lors,

• @x P R
˚
`, t ÞÝÑ Ψpx, tq est continue par morceaux sur R` par produit.

• Ψpx, ¨q
C.S

ÝÝÝÝÝÑ
xÑ`8

0 continue par morceaux.

• @px, tq P R˚
` ˆR`, Ψpx, tq “

#

t
x f ptq si t ď x

0 sinon
, d’où @px, tq P R˚

` ˆR`, Ψpx, tq ď f ptq
loomoon

intégrable

Ainsi, par le théorème de convergence dominée :

lim
xÑ`8

gpxq “ 0

4) Attention ! Il y a une erreur dans l’énoncé. En effet, afin de pouvoir procéder à une intégration par parties, il est
nécessaire que f soit continue sur R`. Nous allons donc démontrer ce résultat sous cette hypothèse.

f étant désormais continue sur R`, x ÞÝÑ
x
ş

0

tf ptqdt est C 1 par le théorème fondamental de l’analyse.

Sous réserve de convergence, on obtient après intégration par parties :

`8
ż

0

hpxqdx “

`8
ż

0

1

x2

ˆ
ż x

0
tf ptqdt

˙

dx

“

„

´
1

x

ż x

0
tf ptqdt

ȷ`8

0

`

`8
ż

0

1

x
ˆ xf pxqdx

“ r´gpxqs`8
0

looooomooooon

“0

`

`8
ż

0

f pxqdx

looooomooooon

converge

Conclusion :
`8
ż

0

hpxqdx converge et

`8
ż

0

hpxqdx “

`8
ż

0

f pxqdx

Pour la suite du sujet, nous admettrons ce résultat dans le cas où f est continue par morceaux.
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5) On a :

@x P R
˚
`, exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

“ exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqq ´ lnptqdt

˙

“ exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt ´

1

x

ż x

0
lnptqdt

˙

“ exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt

˙

ˆ exp

ˆ

´
1

x

ż x

0
lnptqdt

˙

“ exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt

˙

ˆ exp

ˆ

´
1

x
px lnpxq ´ xq

˙

“ exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt

˙

ˆ expp1´ lnpxqq
loooooooomoooooooon

“ e
x

i.e : @x P R
˚
`, exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

“
e

x
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt

˙

Enfin, exp étant convexe et ln˝pId ˆ f q continue par morceaux, on en déduit d’après 1) :

@x P R
˚
`, exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnptf ptqqdt

˙

ď
1

x

ż x

0
exp˝ lnptf ptqqdt ď

1

x

ż x

0
tf ptqdt

Conclusion :

@x P R
˚
`, exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

ď
e

x2

ż x

0
tf ptqdt

6) D’après 4), x ÞÝÑ e
x2

x
ş

0

tf ptqdt est intégrable sur R`.

Donc, par comparaison d’intégrales de fonctions positives, x ÞÝÑ exp

ˆ

1
x

x
ş

0

lnpf ptqqdt

˙

est intégrable sur R˚
`.

De même, toujours d’après 4) :

`8
ż

0

exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx ď e

`8
ż

0

1

x2

ˆ
ż x

0
tf ptqdt

˙

dx

loooooooooooooomoooooooooooooon

“
`8
ş

0

f pxqdx

Autrement dit :
`8
ż

0

exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx ď e

`8
ż

0

f pxqdx

7) Soit k P N
˚.

• 1er cas : si k “ 1

Alors v1 est constante et atteint bien une valeur minimale en x “ 1.

• 2ème cas : si k ě 2

Alors vk est dérivable sur rk ´ 1, ks et on a par décroissance de la suite pakqkPN˚ :
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@x P rk ´ 1, ks, v1
kpxq “ ´

1

x2
loomoon

ď0

ˆ
k´1
ÿ

i“1

lnpaiq

loooomoooon

ěpk´1q lnpakq

´
1

x2
px ´ k ` 1q lnpakq `

1

x
lnpakq

ď ´
1

x2
`

pk ´ 1q lnpakq ` px ´ k ` 1q lnpakq ´ x lnpakq
˘

i.e : @x P rk ´ 1, ks, v1
kpxq ď 0

Ainsi, vk est décroissante sur rk ´ 1, ks, et admet donc un minimum en x “ k.

• Conclusion :
Pour tout k P N

˚, vkpxq est minimal en x “ k.

8) Soit k P N
˚, alors :

ż k

k´1
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx “

ż k

k´1
exp

¨

˚

˝

1

x

k´1
ÿ

i“1

ż i

i´1
lnpf ptqq
looomooon

“ lnpaiq

`
1

x

ż x

k´1
lnpf ptqq
looomooon

“ lnpakq

dt

˛

‹

‚
dx

“

ż k

k´1
exp

˜

1

x

k´1
ÿ

i“1

lnpaiq `
1

x
px ´ k ` 1q lnpakq

¸

dx

“

ż k

k´1
exppvkpxqq
looooomooooon

ěexppvkpkqq

dx

D’où :
ż k

k´1
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx ě exppvkpkqq

Autrement dit :
ż k

k´1
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx ě exp

˜

1

k

k
ÿ

i“1

lnpaiq

¸

9) Soit panqnPN˚ une suite de termes strictement positifs décroissante telle que
ř

ně1
an converge.

Alors , pour tout n P N
˚,

n
ÿ

k“1

˜

k
ź

i“1

ai

¸

1
k

“
n
ÿ

k“1

exp

¨

˚

˝
ln

¨

˚

˝

˜

k
ź

i“1

ai

¸

1
k

˛

‹

‚

˛

‹

‚

“
n
ÿ

k“1

exp

˜

1

k

˜

k
ÿ

i“1

lnpaiq

¸¸

ď
n
ÿ

k“1

ż k

k´1
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx

ď

ż n

0
exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx
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i.e :
n
ÿ

k“1

˜

k
ź

i“1

ai

¸

1
k

ď

`8
ż

0

exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

dx (car @x P R`, exp

ˆ

1

x

ż x

0
lnpf ptqqdt

˙

ě 0q

ď e

`8
ż

0

f pxqdx (d’après 6))

ď e
`8
ÿ

k“1

ż k

k´1
f ptq
loomoon

“ak

dt (d’après la relation de chasles car

`8
ż

0

f pxqdx converge)

On a finalement :

n
ÿ

k“1

˜

k
ź

i“1

ai

¸

1
k

ď e
`8
ÿ

k“1

ak

Ainsi, la série de terme général

ˆ

n
ś

k“1

ai

˙ 1
n

converge par comparaison de séries à termes positifs.

Enfin, par passage à la limite :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď e
`8
ÿ

n“1

an

10) Soit panqnPN˚ une suite de termes strictement positifs telle que
ř

ně1
an converge.

Alors nécessairement : an ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

0

On en déduit que panqnPN˚ est bornée. Par conséquent, il est possible de construire une nouvelle suite dont
les termes sont ceux de la suite panqnPN˚ mais qui sera décroissante. Notons pαnqnPN˚ cette nouvelle suite à
construire.

Pour α1, il suffit de poser α1 “ max
nPN˚

an (dont l’existence est assurée par la convergence vers 0 de la suite

panqnPN˚ ).
Si on note k1 le plus petit rang pour lequel ak1 “ max

nPN˚
an, on peut construire par la suite α2 en posant

α2 “ max
nPN˚ztk1u

an. Et on notera cette fois-ci k2 le plus petit rang pour lequel ak2 “ max
nPN˚ztk1u

an.

Et ainsi de suite...

Ainsi, en posant σ : n ÞÝÑ kn, alors σ est une permutation de N˚ et puisque panqnPN˚ est une famille sommable
à termes positifs :

`8
ÿ

n“1

αn “
`8
ÿ

n“1

aσpnq “
`8
ÿ

n“1

an

De plus, par construction :

@n P N
˚,

˜

n
ź

i“1

ai

¸ 1
n

ď

˜

n
ź

i“1

aki

¸ 1
n

ď

˜

n
ź

i“1

αi

¸ 1
n

pcar les aki sont les n plus grands termes de la suite paiqiPN˚ )

On en déduit donc par décroissance de pαnqnPN˚ :
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`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

αk

¸ 1
n

ď e
`8
ÿ

n“1

αn (d’après 9))

ď e
`8
ÿ

n“1

an

Conclusion (Inégalité de Carleman) : Pour toute suite panqnPN˚ à termes strictement positifs telle que
ř

ně1
an

converge, alors
ř

ně1

ˆ

n
ś

k“1

ak

˙ 1
n

converge et :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď e
`8
ÿ

n“1

an

II. Inégalité de Carleman

11) Soit x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Un, alors :

D’une part : ∇f pxq “

¨

˚

˚

˝

Bf
Bx1

pxq
...

Bf
Bxn

pxq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

x2 ¨ ¨ ¨xn
x1x3 ¨ ¨ ¨xn

...
x1 ¨ ¨ ¨xn´1

˛

‹

‹

‹

‚

D’autre part : ∇gspxq “

¨

˚

˚

˝

Bgs
Bx1

pxq
...

Bgs
Bxn

pxq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˝

1
...
1

˛

‹

‚

12) On peut écrire :

Xs “
␣

x P Un

ˇ

ˇgspxq “ 0
(

“

#

x P Un

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

xk “ s

+

“
␣

x P Un

ˇ

ˇ∥x∥1 “ s
(

Ainsi, Xs “ Sp0, sq et donc f est continue (polynomiale en les xk) sur un compact (car Sp0, sq est fermé et borné
en dimension finie).

D’où, par le théorème des bornes atteintes, f|Xs
atteint un maximum sur Xs.

De plus, @x P UnzUn, f pxq “ 0 (car une des composantes au moins est nulle) et f
``

s
n , ¨ ¨ ¨ , sn

˘˘

“
`

s
n

˘n
avec

`

s
n , ¨ ¨ ¨ , sn

˘

P Xs XUn.

On peut donc ajouter que f|Xs
atteint un maximum sur Xs XUn.
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13) Comme f atteint un maximum en a P Xs et que dga “ h ÞÝÑ
n
ř

i“1
hi ‰ 0, alors par le théorème d’optimisation

sous contrainte, il existe λ P R
˚ tel que : dfa “ λdga

Ainsi, pour tout k P rr1,nss : dfapp0, ¨ ¨ ¨ , ak
loomoon

k-ième

, ¨ ¨ ¨ ,0qq “ λdga pp0, ¨ ¨ ¨ , ak , ¨ ¨ ¨ ,0qq

i.e : ∇f paqJ ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
ak
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ λ∇gpaqJ ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
ak
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, ou encore a1 ¨ ¨ ¨an “ λak

D’où :

@k P rr1,nss, ak “
f paq

λ

Or, comme f paq et les ak sont strictement positifs, on peut ajouter que λ P R
˚
`.

14) Les ak pour k P rr1,nss étant tous égaux, on en déduit : @k P rr1,nss, ak “ s
n

Donc : @x P Xs XUn, f pxq ď f paq , i.e : @x P Xs XUn, f pxq ď
`

s
n

˘n

D’où : @x P Xs XUn,

ˆ

n
ś

i“1
xi

˙ 1
n

ď s
n

Or, @x P Xs XUn,
n
ř

i“1
xi “ s

Il en découle :

@x P Xs XUn,

˜

n
ź

i“1

xi

¸ 1
n

ď
1

n

n
ÿ

i“1

xi

Enfin, soit x P Un, alors :

• 1er cas : Si x P UnzUn, alors un des xi est nul et on a par produit :

˜

n
ź

i“1

xi

¸ 1
n

looooomooooon

“0

ď 1
n

n
ř

i“1
xi

D’où le résultat.

• 2ème cas : si x P Un, alors il existe s P R
˚
` tel que x P Xs, et d’après ce qui précède :

˜

n
ź

i“1

xi

¸ 1
n

ď
1

n

n
ÿ

i“1

xi

Conclusion (inégalité arithmético-géométrique) :

@px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P pR`qn ,

˜

n
ź

i“1

xi

¸ 1
n

ď
1

n

n
ÿ

i“1

xi
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15) Soit x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Un, alors :

D’une part : ∇Fnpxq “

¨

˚

˚

˝

BFn
Bx1

pxq
...

BFn
Bxn

pxq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1`
x
1
2
2

2x
1
2
1

` ¨¨ ¨ `
px2¨¨¨xnq

1
n

nx
n´1
n

1

x
1
2
1

2x
1
2
2

` ¨¨ ¨ `
px1x3¨¨¨xnq

1
n

nx
n´1
n

2

...

px1¨¨¨xn´1q
1
n

nx
n´1
n

n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

D’autre part : ∇hnpxq “

¨

˚

˚

˝

Bhn
Bx1

pxq
...

Bhn
Bxn

pxq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˝

1
...
1

˛

‹

‚

16) Tout d’abord, Un
loomoon

fermé

X Hn
loomoon

compact

est compact par intersection.

Ainsi, Fn est continue (car polynomiale en les coefficients) sur un compact, donc Fn|UnXHn
admet un maximum

par le théorème des bornes atteintes sur un compact.

17) Comme Fn atteint un maximum local en a “ pa1, ¨ ¨ ¨ , anq P Hn, alors par le théorème d’optimisation sous
contrainte, il existe λ P R

˚ tel que dFnpaq “ λdhnpaq.

On a donc pour tout k P rr1,nss : dFnpaqpp0, ¨ ¨ ¨ , ak
loomoon

k-ième

, ¨ ¨ ¨ ,0qq “ λdhnpaqpp0, ¨ ¨ ¨ , ak , ¨ ¨ ¨ ,0qq

i.e : ∇FnpaqJ ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
ak
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ λ∇hnpaqJ ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
ak
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, ou encore ak

¨

˝

a
1
k
1 ¨¨¨a

1
k
k´1

ka
k´1
k

k

`
a

1
k`1
1 ¨¨¨a

1
k`1
k´1 a

1
k`1
k`1

pk`1qa
k

k`1
k

` ¨¨ ¨ `
a
1
n
1 ¨¨¨a

1
n
k´1a

1
n
k`1¨¨¨a

1
n
n

na
n´1
n

k

˛

‚“ λak

Autrement dit : @k P rr1,nss,
pa1¨¨¨akq

1
k

k ` ¨¨ ¨
pa1¨¨¨anq

1
n

n “ λak

Conclusion :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

γ1 `
γ2
2

` ¨¨ ¨ `
γn
n

“ λa1

γ2
2

` ¨¨ ¨ `
γn
n

“ λa2

...
γn
n

“ λan

a1 ` a2 ` ¨¨ ¨ ` an “ 1

De plus, les ai et γi étant tous positifs, on peut préciser que λ P R
˚
`.

18) (a) En sommant toutes les égalités obtenues en 17), on obtient :
n
ř

k“1

γk
k “ λ

n
ř

k“1

ak

Or,
n
ř

k“1

ak “ 1, d’où :

λ “ γ1 ` ¨¨ ¨ `γn “ Fnpaq “ Mn

(b) Montrons par récurrence forte descendante sur k P rr1,nss la propriétéPk : γk “

#

λk
´

1´
ak`1
ak

¯

ak si k ă n

n sinon
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• Initialisation : Pour k “ n, on a de façon immédiate γn “ λnan “ λωnan, d’où P1.

• Itération : Soit k P rr1,n´ 1ss, supposons Pi pour tout i P rrk ` 1,nss.

Alors :

γk “ λkak ´ k
n
ÿ

i“k`1

γi
i

“ λk

˜

ak ´
n´1
ÿ

i“k`1

ˆ

1´
ai`1

ai

˙

ai ´ an

¸

“ λk

˜

ak ´
n´1
ÿ

i“k`1

pai ´ ai`1q

looooooooomooooooooon

téléscopage

´an

¸

“ λkpak ´ pak`1 ´ anq ´ anq

“ λkpak ´ ak`1q

“ λk

ˆ

1´
ak`1

ak

˙

ak

i.e : γk “ λωkak

D’où Pk .

• Conclusion :
@k P rr1,nss, γk “ λωkak

19) Pour rappel, on a pour tout k P N,
´

k`1
k`2

¯k`1
“ 1

´

k`2
k`1

¯k`1 “ 1
´

1` 1
k`1

¯k`1

¨

˝ avec 1
´

1` 1
k`1

¯k`1 ÝÝÝÝÝÑ
kÑ`8

1
e

˛

‚

Or, la fonction f : x ÞÝÑ 1

p1` 1
x q

x “ e´x lnp1` 1
x q est décroissante sur R˚

`.

En effet, f est dérivable sur R˚
` et pour tout x P R

˚
` :

f 1pxq “

˜

´ ln

ˆ

1`
1

x

˙

´ x ˆ
´ 1

x2

1` 1
x

¸

e´x lnp1` 1
x q

“

ˆ

lnpxq ´ lnpx ` 1q `
1

1` x

˙

f pxq
loomoon

ě0

De plus, lnpxq ´ lnpx ` 1q “ ´
x`1
ş

x

1
t dt ď ´

x`1
ş

x

1
x`1 dt ď ´ 1

x`1

D’où :
@x P R

˚
`, f 1pxq ď 0

Ainsi,

ˆ

´

k`1
k`2

¯k`1
˙

kPN
est décroissante et de limite 1

e .

Conclusion :

@k P N,
1

e
ď

ˆ

k ` 1

k ` 2

˙k`1
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Optimal Sup-Spé. Le N°1 en Sup-Spé 10

20) Tout d’abord : ω1 “
γ1
λa1

“ 1
λ ď 1

e (car λ ą e)

Donc on a bien : ω1 ď 1
e

Ensuite, pour tout k P rr1,n´ 1ss :

ωk`1
k`1 “

γk`1
k`1

λk`1ak`1
k`1

“
a1 ¨ ¨ ¨akak`1

λk`1ak`1
k`1

“
1

λ
ˆ

γkk

λkakk`1

“
1

λ

ˆ

γk
λak

˙kˆ ak
ak`1

˙k

“
1

λ
ωk
k

ˆ

ak`1

ak

˙´k

Or : 1´ ωk
k “ 1´

´

1´
ak`1
ak

¯

“
ak`1
ak

D’où :

@k P rr1,n´ 1ss, ωk`1
k`1 “

1

λ
ωk
k

´

1´
ωk

k

¯´k

Désormais, pour k P rr1,n´ 1ss, si on suppose ωk ď k
k`1 , alors :

ωk

1´
ωk
k

ď
k

k`1

1´ 1
k`1

ď
k

k`1
k

k`1

ď 1

Ainsi : ωk`1
k`1 ď 1

λ ď 1
e ď

´

k`1
k`2

¯k`1

Ou encore :

ωk`1 ď
k ` 1

k ` 2

Autrement dit, par récurrence (initialisation établie car ω1 ď 1
e ď 1

2 ) :

@k P rr1,nss, ωk ď
k

k ` 1

21) On en déduit donc d’après 20) que ωn “ n ď n
n`1 ă 1. Or n ě 1, d’où la contradiction.

Conclusion :
λ ď e

De plus, @px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Hn, Fnppx1, ¨ ¨ ¨ ,xnqq ď Fnppa1, ¨ ¨ ¨ , anqq

Or, Fnppa1, ¨ ¨ ¨ , anqq “
n
ÿ

k“1

pa1 ¨ ¨ ¨akq
1
k

“
n
ÿ

k“1

γk

“ λ
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Optimal Sup-Spé. Le N°1 en Sup-Spé 11

Il en découle :

@px1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P Hn,
n
ÿ

k“1

px1 ¨ ¨ ¨xkq
1
k ď e

22) Soit pxnqnPN˚ une suite de termes strictement positifs telle que
ř

ně1
xn converge.

Soit n P N
˚, notons s “

n
ř

k“1

xk ą 0.

D’après un raisonnement similaire, si on note Hnpsq “ tpx1, ¨ ¨ ¨ ,xnq P R
n|x1 ` ¨¨ ¨ ` xn “ su, alors Fn atteint un

maximum sur Un XHn en a :“ pa1, ¨ ¨ ¨ , anq.

D’où, d’après les calculs effectués en 17), il existe λ P s0, es tel que :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

γ1 `
γ2
2

` ¨¨ ¨ `
γn
n

“ λa1

γ2
2

` ¨¨ ¨ `
γn
n

“ λa2

...
γn
n

“ λan

a1 ` a2 ` ¨¨ ¨ ` an “ s

avec @k P rr1,nss, γk “ pa1 ¨ ¨ ¨akq
1
k

En sommant les équations, on obtient :

γ1 ` ¨¨ ¨ `γn “ λpa1 ` ¨¨ ¨ ` anq “ λs

Enfin, on en déduit :

n
ÿ

k“1

px1 ¨ ¨ ¨xkq
1
k ď

n
ÿ

k“1

pa1 ¨ ¨ ¨akq
1
k ď λs ď e ˆ s ď e

n
ÿ

k“1

xk

Or, comme
ř

ně1
xn converge, alors

ř

ně1

ˆ

n
ś

k“1

xk

˙ 1
k

converge et par passage à la limite :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

xk

¸ 1
n

ď e
`8
ÿ

n“1

xn

III. Inégalité de Carleman-Yang

23) On a déjà :

@t Ps ´ 1,1rzt0u , ϕptq “ p1´ tq1´ 1
t

“ ept´1q lnp1´tq
t

Or, x ÞÝÑ lnpxq est dérivable en 1 et : lim
tÑ0

lnp1´tq
t “ lim

tÑ0
´

lnp1´tq´lnp1q
´t “ ´ ln1p1q “ ´1

Optimal Sup/Spé - 101 boulevard Raspail 75006 Paris - tel : 01.40.26.78.78 - www.optimalsupspe.fr



Optimal Sup-Spé. Le N°1 en Sup-Spé 12

D’où, par continuité de l’exponentielle : lim
tÑ0

ϕptq “ e´1ˆp´1q “ e

ϕ est donc prolongeable par continuité en 0 avec ϕp0q “ e.

24) Montrons par récurrence forte sur n P N, la propriété Pn : |bn| ď 1.

• Initialisation : Pour n “ 0, |b0| “ 1 ď 1, d’où P0.

• Itération : Soit n P N
˚, supposons Pk pour tout k P rr0,n´ 1ss, |bk | ď 1.

Alors,

|bn| “
1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

1

k ` 1
bn´k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n

n
ÿ

k“1

1

k ` 1
loomoon

ď 1
2

|bn´k |
loomoon

ď1

ď
1

n

n
ÿ

k“1

1

2

ď
1

n
ˆ

n

2

ď
1

2

On a bien : |bn| ď 1

D’où Pn.

• Conclusion :
@n P N, |bn| ď 1

Ainsi, comme
ř

kě0

xk admet un rayon de convergence de 1, alors par comparaison, si on note R le rayon de

convergence de
ř

kě0

bkx
k , il en découle :

R ě 1

25) Tout d’abord, ϕ est C 1 sur s ´ 1,1rzt0u par composition.

De plus, lorsque t ÝÑ 0 :

ϕptq “ ept´1q
´t´ t2

2 `opt2q
t

“ ept´1qp´1´ t
2`optqq

“ e1´ t
2`optq

“ e ˆ e´ t
2`optq

“ e

ˆ

1´
t

2
` optq

˙

Optimal Sup/Spé - 101 boulevard Raspail 75006 Paris - tel : 01.40.26.78.78 - www.optimalsupspe.fr
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D’où :
ϕptq ´ϕp0q

t
“

´ e
2 t ` optq

t

“ ´
e

2
` op1q

Ainsi :

lim
tÑ0

ϕptq ´ϕp0q

t
“ ´

e

2

Donc, par le théorème de la limite de la dérivée, ϕ est C 1 sur s ´ 1,1r et :

ϕ1p0q “ ´
e

2

De plus :

@t Ps ´ 1,1rzt0u , ϕ1ptq “

ˆ

1

t2
lnp1´ tq ´

ˆ

1´
1

t

˙

1

1´ t

˙

ep1´ 1
t q lnp1´tq

“

˜

´
1

t2

`8
ÿ

n“1

tn

n
´

`8
ÿ

n“0

tn `
1

t

`8
ÿ

n“0

tn

¸

ϕptq

“

˜

✓
✓✓´
1

t
´

`8
ÿ

n“2

tn´2

n
´

✓
✓
✓✓

`8
ÿ

n“0

tn `
✄
✄✄1

t
`

�
�
�
�`8

ÿ

n“1

tn´1

looomooon

“
`8
ř

n“0
tn

¸

ϕptq

i.e : ϕ1ptq “

˜

´
`8
ÿ

n“0

tn

n` 2

¸

ϕptq

Par ailleurs, en t “ 0, on a bien : ϕ1p0q “ ´ e
2 “ ´1

2ϕp0q “

ˆ

´
`8
ř

n“0

0n

n`2

˙

ϕp0q

En posant pour tout t Ps ´ 1,1r, Ψptq “ ´
`8
ř

n“0

tn

n`2 , on obtient le résultat souhaité :

@t Ps ´ 1,1r, ϕ1ptq “ ϕptqΨptq

ϕ et Ψ étant C 1 sur s ´ 1,1r, alors par produit, ϕ1 est aussi C 1 et donc ϕ est C 2. Par récurrence immédiate, ϕ
est même C 8 sur s ´ 1,1r.

Soit n P N
˚, alors par la formule de Leibniz :

ϕpnqp0q “
`

ϕ1
˘pn´1q

p0q “
n´1
ÿ

k“0

ˆ

n´ 1

k

˙

ϕpn´k´1qp0qΨpkqp0q

Or, pour tout k P N :

Ψpkqptq “ ´
`8
ÿ

i“k

ipi ´ 1q ¨ ¨ ¨ pi ´ k ` 1q

i ` 2
ti´k
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En particulier :

@k P N, Ψpkqp0q “ ´
k!

k ` 2
Conclusion :

@n P N
˚, ϕpnqp0q “ ´

n´1
ÿ

k“0

k!

k ` 2

ˆ

n´ 1

k

˙

ϕpn´k´1qp0q

26) Ainsi : @n P N
˚, ϕpnqp0q “ ´

n
ř

k“1

pk´1q!
k`1

`

n´1
k´1

˘

ϕpn´kqp0q

De plus, ϕ est développable en série entière sur s ´ 1,1r par composition car exp et

t ÞÝÑ
`

1´ 1
t

˘

lnp1´ tq “ lnp1´ tq ´
lnp1´tq

t le sont.

Ainsi, @t Ps ´ 1,1r, ϕptq “
`8
ř

n“0

ϕpnqp0q
n! tn

i.e : @t Ps ´ 1,1r, ϕptq “ ϕp0q `
`8
ÿ

n“0

´
1

n!

˜

n
ÿ

k“1

pk ´ 1q!

k ` 1

pn´ 1q!

pk ´ 1q!pn´ kq!
ϕpn´kqp0q

¸

tn

“ e `
`8
ÿ

n“0

´
1

n

˜

n
ÿ

k“1

1

k ` 1

ϕpn´kqp0q

pn´ kq!

¸

tn

D’où, par unicité du développement en série entière :

$

’

&

’

%

´1
e
ϕp0qp0q

0! “ ´1
e ˆ e “ ´1

@n P N
˚, ´1

e
ϕpnqp0q

n! “ ´ 1
n

ˆ

n
ř

k“1

1
k`1

´

´1
e
ϕpn´kqp0q

pn´kq!

¯

˙

On en conclut par unicité d’une telle suite :

@n P N, ´
1

e

ϕpnqp0q

n!
“ bn

On a donc : @n P N,
ϕpnqp0q

n! “ ´ebn

Bilan :

@t Ps ´ 1,1r, ϕptq “
`8
ÿ

n“0

ϕpnqp0q

n!
tn “ ´e

˜

`8
ÿ

n“0

bnt
n

¸

“ e

˜

1´
`8
ÿ

n“1

bnt
n

¸

27) Sous réserve de convergence,

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

“
`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

akck

¸ 1
n
˜

n
ź

i“1

ci

¸´ 1
n

ď
`8
ÿ

n“1

˜

1

n

n
ÿ

k“1

akck

¸˜

n
ź

i“1

ci

¸´ 1
n

(d’après l’inégalité arithmético-géométrique)

ď
`8
ÿ

n“1

n
ÿ

k“1

akck ¨
1

n

˜

n
ź

i“1

ci

¸´ 1
n

i.e :
`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

k“1

`8
ÿ

n“k

akck ¨
1

n

˜

n
ź

i“1

ci

¸´ 1
n

(par permutation de sommes)
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Conclusion :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

k“1

ckak

`8
ÿ

n“k

1

n

˜

n
ź

i“1

ci

¸´ 1
n

28) Posons cn “
pn`1qn

nn´1 pour tout n P N.

Alors, d’après 27) :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

k“1

pk ` 1qk

kk´1
ak

`8
ÿ

n“k

1

n

˜

n
ź

i“1

pi ` 1qi

i i´1

looooomooooon

téléscopage

¸´ 1
n

ď
`8
ÿ

k“1

pk ` 1qk

kk´1
ak

`8
ÿ

n“k

1

n

`

pn` 1qn
˘´ 1

n

ď
`8
ÿ

k“1

pk ` 1qk

kk´1
ak

`8
ÿ

n“k

1

npn` 1q

ď
`8
ÿ

k“1

pk ` 1qk

kk´1
ak

`8
ÿ

n“k

ˆ

1

n
´

1

n` 1

˙

looooooooomooooooooon

téléscopage

ď
`8
ÿ

k“1

pk ` 1qk

kk´1
ak ¨

1

k

ď
`8
ÿ

n“1

ˆ

n` 1

n

˙n

an

ď
`8
ÿ

n“1

ˆ

1´
1

n` 1

˙´n

an

ď
`8
ÿ

n“1

ˆ

1´
1

n` 1

˙1´ 1
1

n`1 an

ď
`8
ÿ

n“1

ϕ

ˆ

1

n` 1

˙

an

i.e :
`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

n“1

e

˜

1´
`8
ÿ

k“1

bk
pn` 1qk

¸

an (d’après 26))

Bilan final (Inégalité de Carleman-Yang) : Pour toute suite panqnPN˚ à termes strictement positifs telle que
ř

ně1
an

converge, alors :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

n“1

e

˜

1´
`8
ÿ

k“1

bk
pn` 1qk

¸

an
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29) Montrons par récurrence forte sur n P N
˚ la propriété Pn : ”bn ą 0”.

• Initialisation : Pour n “ 1, on a b1 “ ´1
eϕ

1p0q “ 1
2 ą 0 (d’après 25))

D’où P1.

• Itération : Soit n P N
˚, supposons Pk pour tout k P rr1,nss.

Alors :

$

’

’

&

’

’

%

nbn “ ´
n
ř

k“1

1
k`1bn´k “ ´

n´1
ř

k“0

1
n´k`1bk

pn` 1qbn`1 “ ´
n`1
ř

k“1

1
k`1bn`1´k “ ´

n
ř

k“0

1
n´k`2bk

On a donc : pn` 2qpn` 1qbn`1 ´ pn` 1qnbn “ ´
n
ÿ

k“0

n` 2

n´ k ` 2
bk `

n´1
ÿ

k“0

n` 1

n´ k ` 1
bk

“
n´1
ÿ

k“1

ˆ

´
n` 2

n´ k ` 2
`

n` 1

n´ k ` 1

˙

bk ´
✚
✚

✚✚n` 2

n` 2
b0 `

✚
✚
✚✚n` 1

n` 1
b0 ´

n` 2

2
bn

De plus : @k P rr1,n´ 1ss,
n` 1

n´ k ` 1
´

n` 2

n´ k ` 2
“

pn` 1qpn` 2´ kq ´ pn` 2qpn` 1´ kq

pn` 1´ kqpn` 2´ kq

“ ✭✭✭✭✭✭✭
pn` 1qpn` 2q ´ kpn` 1q ´✭✭✭✭✭✭✭

pn` 2qpn` 1q ` pn` 2qk

pn` 1´ kqpn` 2´ kq

“
k

pn` 1´ kqpn` 2´ kq

i.e :
n` 1

n´ k ` 1
´

n` 2

n´ k ` 2
ą 0

On a donc : pn` 2qpn` 1qbn`1 ą pn` 1qnbn ´ n`2
2 bn “

2n2 `n´ 2

2
loooooomoooooon

ą0

bn
loomoon

ą0

ą 0

Autrement dit bn`1 ą 0.

D’où Pn`1.

• Conclusion :
@n P N

˚, bn ą 0

Ainsi, soit panqnPN˚ une suite à termes strictement positifs telle que
ř

ně1
an converge, alors

pour tout n P N
˚, 1´

`8
ř

k“1

bk
pn`1qk

ă 1, et donc :

`8
ÿ

n“1

˜

n
ź

k“1

ak

¸ 1
n

ď
`8
ÿ

n“1

e

˜

1´
`8
ÿ

k“1

bk
pn` 1qk

¸

an ă e
`8
ÿ

n“1

an

Donc l’inégalité de Carleman-Yang est plus précise que l’inégalité de Carleman.
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