22 Optimal Sup-Spé

Groupe Ipesup = Len®1 en Sup-Spé

Proposition de correction de I’épreuve
Mathématiques 1 Filieres MP/MPI Centrale 2024

Correction rédigée par William Cazin pour Optimal Sup-Spé

02/05/2024

I. Inégalité de Knopp

1) ¢ étant convexe sur R, alors d’apres I'inégalité de Jensen, on a :

Vn e IN¥, (p(iZf(a—Fkb;a)) <1112(pof<
k=0 k=0

b—a
n
* D’une part, ¢ étant continue sur R, on a (somme de Riemann) :

o(15 7 (0050 ) o (s o)

* D’autre part, @o f étant continue par morceaux par composition, on a (toujours une somme de Riemann) :

1N b—a 1 b
ngo@of<a+k - )n—>+oo b_uL(pof(t)dt

Ainsi, par passage a la limite dans 'inégalité :

b b
<p<biaja f(t)dt> <52 | eermar

*
2) Pour tout x € RY,

0<g(x)= J dt<Jf (car£<l)

(t)
=0
x

f étant bornée au voisinage de 0, il en découle § f(¢)dt 0 0.
0 L
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D’ou, par encadrement :

lim g(x) =0

x—0

+00
3) Toutd’abord, posons W: R} xRy — R de sorte que pour tout x e R, g(x) = | W(x,t)dt
0

(k1) — Stf(O)1[oxq (D)

Des lors,

* VxeR%, t — W(x, 1) est continue par morceaux sur Ry par produit.

C.S .
* Y(x,-) ——— 0 continue par morceaux.
x—+00

Lf(r) sit<

S s ¥ o V(x,t) e RY xR, W(x,t)< f(t)

0 sinon N
intégrable

* V(x,t)eRY xRy, W(x,t) = {

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée :

lim g(x)=0

X——+00

4) Attention!Ily a une erreur dans ’énoncé. En effet, afin de pouvoir procéder a une intégration par parties, il est
nécessaire que f soit continue sur IR . Nous allons donc démontrer ce résultat sous cette hypothese.

X
f étant désormais continue sur R, x —> {tf(t)dt est €' par le théoréme fondamental de l’analyse.
0

Sous réserve de convergence, on obtient apreés intégration par parties :

1 X +00
=[—f tf(¢)dt + J — xxf(x)dx
X Jo 0
0
+00
~ (8@l + | f)dx
0
=0
converge
Conclusion :
+0o0 +00 +00
f h(x)dx converge et J h(x)dx = Jf(x)dx
0 0 0

Pour la suite du sujet, nous admettrons ce résultat dans le cas ou f est continue par morceaux.
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5) Ona:

Vx e RE, exp( f In(f )dt>

[
®
e}

o

S
=

In(tf(t)) — In(¢) dt)

In(tf(¢))dt — iJOxln(t)dt>
ln(tf(t))dt) X exp (if:ln(t)dt)

ln(tf(t))dt) X exp (—i(xln(x) —x))

l
o
e}

o

S—
=

X

— 5—

Il
[¢]
o
o
RIFE RliFE R|= R[= R

S
=

I
®
el

o

Il
o
Lo
o
A~ N7 N7 N7 NN

ln(tf(t))dt) x exp (1 —In(x))

Lxln(tf(t))dt>

Enfin, exp étant convexe et Ino(Id x f) continue par morceaux, on en déduit d’apres 1) :

£
X

><
ae]
7 N
==

ie:VxeRY, exp (ifx n(f(t ))dt)

6’
0 X

Vx e RY, exp <ijoxln(tf(t))dt> < if:expoln(tf(t))dt < if: tf(t)dt

Conclusion :

Vxe R, exp( Jln )dt) ;Etf(t)dt

X
6) D’apreés 4), x — -5 {tf(t)dt est intégrable sur R .
0

X
Donc, par comparaison d’intégrales de fonctions positives, x — exp <}C gln(f(t)) dt> est intégrable sur RY .

De méme, toujours d’apres 4) :

Texp (i Eln(f(t))dt) dx<e TOle (L tf(t)dt> dx
0 0
=

Autrement dit :

[ (2 fmrra)ance [ 1o

7) Soit k € IN*.
o lercas:sik=1
Alors v; est constante et atteint bien une valeur minimale en x = 1.
* 2emecas:sik>2

Alors vy est dérivable sur [k — 1,k] et on a par décroissance de la suite (a;)en+ :
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Vxek—1,k], vi(x) = —— x Zln xfk+1)ln(ak) iln(ak)

g,_/
<0 Ef—/

>(k—1)In(ag)
% ((k —DIn(ag)+ (x—k+1)In(a;) — xln(ak))
ie:Vxelk—1,k], vi(x)<0

Ainsi, v est décroissante sur [k —1,k], et admet donc un minimum en x = k.

¢ Conclusion :

‘ Pour tout k € N*, v (x) est minimal en x = k.

8) Soit k € IN*, alors :

Lk_lexp(if:ln(f(t))dt)dxzf1 @J gyt [ g o

=In(a;) =In(ay)
J exp( Zln xk+1)ln(ak)> dx

k
_ j exp(vi (x)) dx
k—1~—r~—

Zexp(vi (k)

[ s ems

Autrement dit :

f: 1exp ( j In(f )dt> dx > exp (;{gm@m)

9) Soit (a,)en* une suite de termes strictement positifs décroissante telle que » a, converge.
n=1

Alors , pour tout n € IN¥,
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10)

ie: 2”1 (ﬁ ai> ' < J;foexp <ch Jxln(f(t))dt> dx (car Vxe Ry, exp <91c Jxln(f(t))dt> =>0)

k=1 \i=1 0 0
+00
<e J f(x)dx (d’apres 6))
0
00k +0
<e Z f(t) dt (d’apres la relation de chasles car J f (x)dx converge)
k=17k—1 v 5

On a finalement :

1
n k k +00
2 a; <e Z ay
k=1 \i=1 k=1

1
n

W
Ainsi, la série de terme général < I ai> converge par comparaison de séries a termes positifs.
k=1

Enfin, par passage a la limite :

400

n rlx +00
Z <H ak> <e Z ay
k=1 n=1

Soit (a,),en* une suite de termes strictement positifs telle que Y, a, converge.
n=1

Alors nécessairement : a,, ——— 0
n——+00

On en déduit que (a,),en* est bornée. Par conséquent, il est possible de construire une nouvelle suite dont
les termes sont ceux de la suite (a,),en* mais qui sera décroissante. Notons (o, ),en* cette nouvelle suite a
construire.

Pour aq, il suffit de poser a; = max a, (dont l'existence est assurée par la convergence vers 0 de la suite

nelN*
(an)neIN* )
Si on note k; le plus petit rang pour lequel a;, = max a,, on peut construire par la suite «, en posant
nelN
a, = max a,. Et on notera cette fois-ci k, le plus petit rang pour lequel a,, = max a,.
neN*\{k} PSP &P d 2 eNE\{k)

Et ainsi de suite...

Ainsi, en posant ¢ : n — ky;, alors o est une permutation de IN* et puisque (4,,),,en# est une famille sommable
a termes positifs :

+00 +00 +00
25 0= D o) = D
n=1 n=1 n=1
De plus, par construction :
1
n

1
n n n 1 n
Vne IN¥, (n ai) < (n aki> < (n oci) (car les ay, sont les n plus grands termes de la suite (a;);en*)
i=1

i=1 i=1

=

On en déduit donc par décroissance de (a;,),en* :
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1

£(0e) £ (01e)

+00
<e Z oy, (d’apres 9))
n=1
+00
<e Z a,
n=1

Conclusion (Inégalité de Carleman) : Pour toute suite (a,),en+ & termes strictement positifs telle que Y] a,
n=1

n n
converge, alors Y, (H ak> converge et :

n=1 \k=1

+00 n n +00
> ([Ta) <eXa
n=1 \k=1 1

n=

II. Inégalité de Carleman

11) Soit x = (x1,--+,x,) € Uy, alors :

0
s\ ([
1X3° Xy
D’une part: Vf(x) = f = .
P :
(3951 (%) X1 Xp—1
08
o (x) 1
D’autre part : Vg,(x) = =
08s
£(y) \1

12) On peut écrire :

= {x T, | lllly = s}

Ainsi, X; = S(0,s) et donc f est continue (polynomiale en les x;) sur un compact (car S(0,s) est fermé et borné
en dimension finie).

D’ou, par le théoréme des bornes atteintes, f\xs atteint un maximum sur X,.

De plus, Vx € U,\U,, f(x) = 0 (car une des composantes au moins est nulle) et f ((2,---,2)) = (%)n avec
(2,,2)eXsn U,

nn

On peut donc ajouter que f|X5 atteint un maximum sur X; n U,,.
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n

13) Comme f atteint un maximum en a € X; et que dg, = h— > h; # 0, alors par le théoréme d’optimisation

14)

i=1
sous contrainte, il existe A € R* tel que : df, = Adg,
Ainsi, pour tout k € [[1,n]] : df,((0,---, ar ,---,0)) =Adg,((0,--,ax,---,0))
——

k-iéme

0 0
ie:Vf(a)' - |ar |=AVg(a)"- | ax |, ouencorea ---a, = Aay

D’ou :

Vke[[1,n]], ar = L}fl)

Or, comme f(a) et les a; sont strictement positifs, on peut ajouter que A € R% .

Les aj pour k € [[1,n]] étant tous égaux, on en déduit : Vk € [1,n]], ar = 3

Donc:VxeX,nU, f(x)< f(a),ie:VxeX;n U, f(x)<(£)"

n
DI \' X n Z S
ou:VxeX,n Uy, ( [[xi] <3
i=1

n
Or,¥xeX;nU,, > x;j=s
i=1

=
Il en découle :
1
n n 1 n
VxeX;,nU,, (1_!9@) < o ;xi
i= i=

Enfin, soit x € U,,, alors :

1

. n n n
* ler cas:Sixe U,\U,, alors un des x; est nul et on a par produit : (H xi> < % > x;
i=1 i=1

—_——

=0
D’ou le résultat.

* 2éme cas : si x € Uy, alors il existe s € R tel que x € X, et d’apres ce qui précede :

Xi
1

D\
(W) <2

i=1 i

Conclusion (inégalité arithmético-géométrique) :

1
n n

v(xlf"’rxn) € (]R-i-)n’ (nxi> < % 2 Xi
i=1

j= i=1
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15) Soit x = (xq,---,x,) € U,, alors :

14+ 2 4 4 )
2 7l
oF, (x) LZXL nx
Oxy *1 (x1x3-xy)
, . —Tt -+ A1
D’une part : VE,(x) = : =| 22 nxy T
OF, )
BJTZ (X) :
1
(1)
n—1
nx, "
oh,,
ox1 (x) 1
D’autre part : Vh,(x) = : =|:
oh,,
Ox,, (X) 1

16) Toutd’abord, U, ~ H, estcompact par intersection.
N~—~— =
fermé  compact

Ainsi, F, est continue (car polynomiale en les coefficients) sur un compact, donc F, -y, admet un maximum
par le théoréme des bornes atteintes sur un compact.

17) Comme F, atteint un maximum local en a = (ay,---,a,) € H,, alors par le théoréme d’optimisation sous
contrainte, il existe A € R* tel que dF,(a) = Adh,(a).

On a donc pour tout k € [[1,n]] : dF,(a)((0,---, ax ,---,0))=Adh,(a)((0,---,a,---,0))
——

k-ieme
0 0
: 11 1 1 1 111 1
. . 3 k+1 _ _k+1 k+1 no...n n 7
ie:VE,(a)T- | ap | =AVh,(a)T- | a |, ouencore a; | & ka;k,’l +4 k*ik“ B v
: : kay * (k+1)at! na "
0 0
1 1
Autrement dit : Vk € [[1,n]], (“1";‘” I (a1 :n)” = \ay
Conclusion :
Y2 Yn
4+ =
Y1 > " 1
E + + h = }\ﬂz
2
Vn A
I _y\g
n n
ay+ay+---+a, =1

De plus, les a; et y; étant tous positifs, on peut préciser que A € RY .

n n
18) (a) En sommant toutes les égalités obtenues en 17), on obtient : kzl % = )\kzl a

n
Or, > ar=1,dou:
k=1

Ak(l—a’;—:l)ak sik<n

(b) Montrons par récurrence forte descendante sur k € [[1, n]] la propriété & : y, = { _
n sinon
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* Initialisation : Pour k = #, on a de fagon immédiate y,, = Ana,, = Aw,a,, d'ou Z;.

e TItération : Soit k € [[1,n — 1]], supposons &; pour tout i € [[k + 1,n]].

Alors :

Yk = Akay —k Z h
imkr1 '

n—1
—Ak(ak— Z <1—%>ai—an>
i=k+1 4i

n—1
:)‘k<ak_ > (ai—ai+1)—ﬂn>

i=k+1
téléscopage
= Ak(ay — (ax41 —ay) —ay)
= Mk(ax — ag41)

— \k (1 _“kﬂ) a
ag

ie: Yk = Awkak

D’ou .

¢ Conclusion :

‘Vk e [[1,n]], vk = dwrag ‘

k+1
19) Pour rappel, on a pour tout k € IN, (’,ﬁi—%) = L = L avec L
() (o) () e
fxln(1+ )

Or, la fonction f : x — ( est décroissante sur RY .

1
1+1)"

X

En effet, f est dérivable sur RY et pour tout x € RY :

1
flx) = <_1n<1+i>—xx 1_:1> —xIn(1+7)

= (ln( )—In(x+1)+ (
20
x+1 x+1
Deplus, In(x) —In(x+1)=— { jdt<— | gqdi<—g7
X X

D’ou :
vxeR%, f/(x) <0

. . k 1 k+1 s . . . 1
Ainsi, (ki—z) est décroissante et de limite .
keIN

Conclusion :

k+1 k+1
=)

Vk e N, 1<<
e

=
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20) Tout d’abord : w; = }\L(,lll = % < % (car A>e¢)

Donc on a bien : w; < %

Ensuite, pour tout ke [[1,n —1]] :

k+1
k+1 . Ykl

k+1 = S5 k+1
M a1y
ap:--agdr41

k41 k+1
AT

Or:l— G =1 (1 %) - %t

D’ou:

1 —k
vke[Ln 1], off} = ;o (1-%%)

_k_ _k_
Désormais, pour k € [[1,n — 1], si on suppose wy < ¢y, alors : —% < - < BL <1
=% I'\7 =&
k41
o kD 1 1 k1l
Ainsi:wp; Sy <5 < <m>
Ou encore :
k+1
kS 300

Vke[[1,n]], wg <

=

+1

21) On en déduit donc d’apres 20) que w, = n < ;47 < 1. Or n > 1, d’ots la contradiction.

Conclusion :

De Plus; V<xll"'1xn) € Hnl Fn((xlf"'lxn)) < Fn((“h"':“n))

1
(al...ak)k

1=

Or, E,((a1,---,a,)) =

k=1

=

Yk

I
hd

1

I
=T
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Il en découle :

=

n
V(xr, o, x) €Hy D (0 xi)F <e
k=1

22) Soit (x,)en* une suite de termes strictement positifs telle que Y, x,, converge.
n=1
n
Soit n € IN*, notons s = Y. x; > 0.
k=1
D’aprés un raisonnement similaire, si on note H,,(s) = {(xy,---,x,) € R"|x; +--- 4+ x,, = s}, alors F, atteint un
maximum sur U, nH, ena:= (ay,---,a,).

D’ou, d’apres les calculs effectués en 17), il existe A € |0, ¢] tel que :

]
y1+%+---+%:>ﬂ1
ﬁ+...+h=)‘a2
2 n 1
avec Yk e [[1,n]], v = (ay---ax)*
ﬁ:)\un
n

|\ @1 t+ax+---+a,=s

En sommant les équations, on obtient :
i+ +Vn=Aag+--+a,)=2As

Enfin, on en déduit :

n n
E(xlmxk)% < Z(“l"'“k)% <}\s<exs<62xk
k=1 k=1 k=1

no\F
Or, comme ). x, converge, alors >, [ [ x¢ ) converge et par passage a la limite :
nz=1 n=1 \k=1

+00 n % +00
Z (H xk> <e Xy,
k=1 1

n=1 n=

IT1. Inégalité de Carleman-Yang

23) On adéja:

vte]—LIN{0}, @(t) = (1—1)!7F

_ (t-nii=t

= lim—iln(l_?_ln(l) =—In'(1) = -1

n(l—t)
t t

Or, x —> In(x) est dérivable en 1 et : lim !

t—0 t—0
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D’oul, par continuité de ’exponentielle : lin(l) @(t)=e XD —¢
t—
¢ est donc prolongeable par continuité en 0 avec @(0) = e.
24) Montrons par récurrence forte sur n € N, la propriété &, : |b,| <1.

¢ Initialisation : Pour n =0, |bg| =1 < 1, d’ou .

* Itération : Soit n € N*, supposons & pour tout k € [[0,n — 1]], |bi| < 1.

Alors,

1l 1
b,|=— b,_
|n| ”;;1 +1nk

|

<EZ +1|bn—k|
k=1 —~— <1
<1 =
=2
n
<121

nk:12

1 n

<— X =

n 2

1

<7
2

On a bien: |b,| <1
D’ou &,

¢ Conclusion :

[vneN, |b,|<1]

Ainsi, comme ) x¥ admet un rayon de convergence de 1, alors par comparaison, si on note R le rayon de
k=0

convergence de Y. bpxk, il en découle :
k=0

25) Tout d’abord, ¢ est ¢! sur | —1,1[\ {0} par composition.

De plus, lorsque t — 0 :

2
(1) = e(t_l)”*#*o(’z)

Il
o
X
o

Il

x

7N

—

I
N~
_|_

(o)
-~
SN—
N———
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13

Ainsi :

- e
t—0 t 2

De plus :

ie:

+oo
Par ailleurs, en t = 0, on a bien : ¢/(0) = —% = —1¢(0) = <— > ng_z) ¢(0)
n=0

n

t+2' on obtient le résultat souhaité :

n

+00
En posant pour tout t €] —1,1[, W(¢) = — >,
n=0

vte]— L1, ¢'(t) = () ¥(1)

@ et W étant €' sur | — 1,1[, alors par produit, ¢’ est aussi €’! et donc ¢ est €. Par récurrence immédiate, ¢

est méme €% sur | —1,1J.

Soit n € IN*, alors par la formule de Leibniz :

n—1
#0 = ()" 0 =3 ("))
k=0

Or, pour tout k e N :

W) (1) = _Jioi(i— 1).i.;r(i2_k+ 1) ik
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14

En particulier :

Conclusion :

L(E=h R (0)

De plus, ¢ est développable en série entiére sur | — 1, 1| par composition car exp et
t— (1= 1In(1 1) =In(1 — t) — 2020 je sont.

D=
—
=~
+|
[
=

26) Ainsi:VneIN*, (" (0) = -2

+00 n
Ainsi, Vi €] — 1,1, o(t) = >, %t"
0

+0 n
. 1 (k—l)! (11—1)! (n—k) n
e -1,1], = ——
be:Vtel =Ll ¢(t) <P(0)+n20 ! (; kel Goni—m® )1
Cery L (Z 1<p<)<0>> ;
= on\ okl (n—k)!
D’ou, par unicité du développement en série entiére :
_10000) 1y
e 0! e
(M (0) L (n=Kk) (o
vneN¥, —1e20) - (2 kl(_flz(P(n—k)(!)D
On en conclut par unicité d’une telle suite :
1 0o™(0
VneN, —g(p n'( ),

Onadonc:VnelN, % = —eb,

Bilan :

27) Sous réserve de convergence,

(1) -5 (1) (1)

+00 n n n
1
< ( Z akck> ( c,~> (d’apres I'inégalité arithmético-géométrique)
n=1 n k=1 i=1
+00 n 1 n _%
< Z axCy - o C;
n=1k=1 i=1
1 1
+00 n n +00 +00 1 n "
ie 2 (n ak> < aCr - — ( ci> (par permutation de sommes)
=1 \k=1 k=1n=k "\
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Conclusion :

1

£ (1) <o 5 (01)

k=1 n=k

28) Posons ¢, = (nH,)”

pour tout n € IN.

Alors, d’apres 27) :

+00 n % +Ook 1k 1 1 %
3 (1) < X2 a5 (14

téléscopage

1

\Z kk:_ll akz (n+1)")" "
(k+1)k &

\Z kT 2 n+1
(k+1)k &

<3O 3 (-

——

téléscopage

S k+1)k 1
Tkt g

1)

2

n=1

+o0 1
<Z(p( a

n+1/)"

+oo< n W +o0 +00 by
ie: Z 1_[ ak> < e <1 — Z k> a, (d’apres 26))
n=1 \k=1 1 k=1 (n+1)

Bilan final (Inégalité de Carleman-Yang) : Pour toute suite (a,,),en+ @ termes strictement positifs telle que >’ a,

converge, alors :

1

S01n) Bl Hato)

DM
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Optimal Sup-Spé. Le N°1 en Sup-Spé 16

29) Montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété &2, : b, > 0”.
« Initialisation : Pour n =1,0na by = —1¢’(0) = § > 0 (d’aprés 25))
D’ou ﬁl .

* Itération : Soit n € IN*, supposons & pour tout k € [1, n]].

n—1

nb, =— 3, ﬁbnfk=_ )y n—lwbk

Alors : k=1 il = .,
(n+1)bn+1 = Z ﬁbwrlfk == Z n%mbk
k=1 k=0
42 "on+l
Onadonc: (n+2)(n+1)b,q — (n+1)nb, = _kgombk +;0mbk
n—1
_ (_ n222+ n;11>bk_n+2% %_nﬂh
P! n—K+ n—K+ % }4
n+1 n+2 m+1)(n+2—-k)—(n+2)(n+1—k)
De plus: Vke[[1,n—1]], — =
eplus:Vke[[Ln—1] —k+1 n—k+2 (n+1—k)(n+2—k)

_ B F2) —k(n+1) — (nt 20 1) + (n + 2)k

(n+1-k)(n+2—k)

k
S (n+1-k)(n+2—k)
Qe n+1 _ n+2 -0
T n—k+1 n—k+2
2n? +n—2
Onadonc: (n+2)(n+1)b,.1 > (n+1) 2y, e b, >0
2 ——
>*’O >0

Autrement dit b, > 0.

D’ou r@nJ’,l.

¢ Conclusion :

VneN*, b, > 0]

Ainsi, soit (a,),en* une suite a termes strictement positifs telle que Y. a, converge, alors
n=1

400
pour tout ne IN*, 1 — C <hH)k <1, etdonc:
k=1

400 n % +00 +00 b
Z nuk <Ze 172 an<eZan
n=1 \k=1 (n+1)

n=1 k=1

Donc I'inégalité de Carleman-Yang est plus précise que 1'inégalité de Carleman.
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