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Inégalités de Khintchine

Notations et résultats admis

Dans tout le sujet, n est un entier naturel fixé non nul.

Dans tout le sujet, (€, P(R2), P) est un espace probabilisé fini.

On note L) le R-espace vectoricl des variables aléatoires réelles definies sur

2. On notera que si X ¢ L°(Q), X(Q) est une partie finie de R. On confondra

systématiquement variable aléatoire nulle et variable aléatoire presque siirement
nulle.

- Si X € L), on note E(X) son espérance.

- Une variable aléatoire X e L%(Q) suit une loi de Rademacher si :

X@)={-11} e P(X=1)=P(X=-1)= %
Sip € [l,4o00[ et X € L°(Q?), on note 1XI, = (E(X]P))

VP On admet que
Papplication X — || X]|| p o5t alors une norme sur L°(Q)

m

Sim € N*, p € [1, +oc[et (24, ... ,Z;) € R™, on définit la quantité l(z, ... T ||,
par :

R™ m l/p
) =(z|m") .
=1

On admet que Papplication (z, .

3 T) ER™ 5 ||(2y, . .. ,;r,,‘)||§m est une norme
sur R™,

On note R™ Pensemble des suites de R nulles

a partir d’un certain rang. On
admet alors que 'application (-,-) définie par

+oo
Vu,v € RN (u,v) = Z U

i=0

est un produit scalaire sur RM),
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Inégalité de Holder

; 1 1
Soient p,q €]1, +oo[ tels que P + -~ = L Soient X,Y € L°(2) que 'on suppose toutes
p g
les deux positives.

1 > Montrer que
p

z’ oy
Ve,ye Ry, xzy<—+ =
p q

2 > En déduire 'inégalité suivante (inégalité de Holder) :
E(XY) < (E(XP)"" (B(Y)".

On pourra commencer par traiter le cas oi E(X?) =E(Y?) =1.

3 > Quelle inégalité retrouve-t-on lorsque p = ¢ = 27 En donner alors une preuve
directe.

Une inégalité de déviation

Soit (Xi)ieqin]
de Rademacher.

une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi

4 > Montrer que y
Vie R, ch(t) <ef’2.

5 > Montrer que : pour tout t > 0, pour tout (cy,...,c,) € R",

n 2 n
E (exp (thiXi)) < exp (% Zcf) .
i=1 i=1

6 > En déduire que : pour tout ¢ > 0, pour tout x > 0 et pour tout (c1y...,cn) € R,

& II?2 1k CZ
P (exp (m ) elXi ) > etr) < 20 % exp (%) _
i=1

On pourra utiliser U'inégalité de Markov.

7 - Montrer que : pour tout t > 0 et pour tout (¢y,...,c,) € R"* non nul,

t2
P >t <2e —_ .
( )* ‘( 22.;;.@)

7

Z(.'-,‘Xi

i=1
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Inégalités de Khintchine

Soit p € [1, +o0[. Soil (Xi)ic g1, Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes une loi de Rademacher, Soit (e, ...,¢,) € R™.

8 & Soit X" une variable aléatoire réelle positive et finie. Soit Fiy la fonction définie
pour tout ¢ > 0, par

Fy()=P(X >1).

too
Montrer que P'intégrale /(; "' Fy (t) dt converge, puis que

3 e p—1
E(X’)zp/o -1 Fy () dt.

n +o0
9 > Onsuppose dans cette question que Z ¢? = 1. Montrer que I'intégrale / t3e~*/2d¢
. 0
=1
converge, puis que z

B 4 +00
E ((Z C,;Xi) ) S 8/ tae_tZ/zdt.
i=1 0

. ((z cixi)ﬂ) )

11 > En déduire qu'il existe un réel 5, > 0 tel que

(o) s(5o))

n
Z i X
i=1
12 & On suppose p > 2. Montrer que
n 2\ 1/2 m 1/p
i=1

Dans les questions numérotées de 13 > & 15 b, on suppose 1 < p < 2.

10 > Montrer que

n
2k
i=1

1-6

. il 1 0
13 v Justifier qu’il existe 0 € )0, 1] tel que 5=+ .
P )
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14 > Montrer que

n 2
B ((L\) ) < B
i=1

py 20/p
) i
15 & Montrer qu'il existe a, > 0 tel que

n 2\ 1/2
(\\T,E ((Z (‘,‘J\’,') ) S E (
i=1 i

n
Z ('iXi
i=1

n

L (& 1\’,"

i=1

n
)
2 C; /‘(i
=

.,)uﬂ)/z
p)l/p

16 > En déduire qu'il existe un réel oy, tel que

- o\ 1/2
(YPE ((Z CiXi) ) S E (
i=1 i

n
> X
i=1

p) I/p

Une premiére conséquence

Soit (X;);en une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi
de Rademacher.

17 > Montrer que Papplication ¢ définie sur (L°(€2))” par
VXY € L°(Q), ¢(X,Y)=E(XY)

est un produit scalaire sur L°(2).

+o0
18 > Soit 'application ¢ : u € RM™ Z u; X;. Montrer que ¥ prend ses valeurs dans
i=0
L°(€2), puis que 9 conserve le produit scalaire.

167 tn pots & = (R(N))‘ Montrer que pour tous p, ¢ € [1,+oo[, les normes ||-||,, et
||l sont équivalentes sur 1.

Une deuxiéme conséquence

Dans cette partie, on suppose que n est une puissance de 2 : on écrit n = 2% avec

ke N*.
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20 > Soit (ay,...,a;) € R*. Montrer que

k
< Bin|(ay,... 4| .

k
ZE,‘(I,,'

=1

k
an||(ay,... ,nk)”;" < Z

(1, En)E{—1,1}¥

On pourra utiliser les questions 11 et 16.
21 » En déduire qu'il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension k de R™ tel que :
nh n Rn
Vo e F, an/i el < o™ < Byv/m o)

En ordonnant les n éléments de {—1,1}" de maniére arbitraire, on pourra utiliser

k
Uapplication T définie sur R* par Tlag .-+ 01) = (Z a,‘E,-)
i=1

(e1,mer)E{—1,1}F

FIN DU PROBLEME
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